Czy dwie nieskonczono$ci moga by¢ rézne?

Przed rozpoczeciem:

Nie musisz rozwiaza¢ wszystkich zadan, aby sie zakwalifikowaé. :)

Zalezy mi na tym, aby zobaczy¢, ile umiesz, dlatego prosze, nie korzystaj z Al do rozwigzania tych
zadan. Swoje rozwigzania zamie$¢ na stronie warsztatéw. Za kazde zadanie do zdobycia jest 10
punktow.

Powodzenia!

Zadanie 1 (to zadanie jest na dodatkowe punkty):
Napisz kilka zdan o sobie i dlaczego chciatbys/chciatabys wzia¢ udzial w tych warsztatach.

Kwantyfikatory:
Matematycy, aby utatwi¢ sobie zycie, czesto zamiast pisaé¢ co$ stowami, uzywaja $miesznych znacz-
kéw zwanych kwantyfikatorami. Najwazniejsze z nich to:

V oznacza dla kazdego,
e d oznacza istnieje,

e — oznacza implikacje, czyli jesli zdanie po lewej stronie jest prawdziwe, to prawdziwe jest
rowniez zdanie po prawej stronie,

e & oznacza wtedy i tylko wtedy, czyli zachodzi réwnowaznosé: jesli zachodzi zdanie po lewej

stronie, to zachodzi tez zdanie po prawej, i odwrotnie.

Zadanie 2:
Zapisz ponizsze zdania stownie (czyli co one znacza bez uzywania kwantyfikatorow):

a) Funkcje f: X — Y nazywamy surjekcja (funkcja "na") gdy:
vyEY Jrex f(l‘) =Y
b) Funkcje f: X — Y nazywamy iniekcja (funkcja 1-1 lub réznowartosciowa) gdy:

Vapex a#b = f(a) # f(b)

Operacje na zbiorach:
Niech A i B beda pewnymi zbiorami. Wowczas:

e AU B oznacza sume zbioréw A i B, czyli zbiér wszystkich elementow, ktore naleza do A lub
do B (element nalezacy jednoczesnie do A i B wystepuje w sumie tylko raz),

e AN B oznacza przeciecie zbiorow A i B, czyli zbior wszystkich elementow, ktore nalezg jed-
noczesnie do A i do B,



e A\ B oznacza roznice zbiorow A i B, czyli zbior wszystkich elementow, ktore naleza do A i
nie naleza do B.

Zadanie 3:
Niecch A={a€Z:-5<a<l1},B={beZ:b< —-2}1iC ={c€Z:cjest nicparzyste}. Oblicz:

a) AUB

)

b) ANC

c) C\B

d) B\ (CUA)

Indukcja matematyczna:
Schemat dowodu indukcyjnego:

1. Sprawdzamy, ze prawdziwe jest T(1) (warto$¢ zdania dla poczatkowej liczby, na przyktad dla
liczb naturalnych przyjmujemy, ze jest to n=1).
2. Dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja:
T(n) = T(n+1)

3. Na podstawie 1. oraz 2. wyciagamy wniosek, ze zdanie T(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby
naturalnej n.

Zadanie 4:
Udowodnij przy uzyciu indukcji matematycznej, ze dla dowolnego n € N zachodzi:

a) 1+3+5+-- 4 (2n—1) =n?
2 | 92 2 _ n(n+1)(2n+1)
b) 1% +2 +...+n_%

) B4+25 4. 4nd=1+2+4-+n)?
Uwaga: Na potrzeby zadania przyjmij, ze liczby naturalne zaczynajg sie od 1.

Bijekcja:
Funkcje f : X — Y nazywamy bijekcja jesli jednoczesnie jest surjekcja i iniekcja (patrz zadanie 2).

Zadanie 5:
Udowodnij, ze jest bijekcja miedzy:

a) liczbami naturalnymi, a parzystymi liczbami naturalnymi,



b) liczbami catkowitymi, a dodatnimi liczbami catkowitymi.

Paradoks Hilberta:

W Warsztatolandii istnieje nieskoniczony hotel z nieskoiiczenie wieloma pokojami. Sa one ponume-
rowane liczbami naturalnymi. W maju kazdy pokdj jest zajety. 10 maja do hotelu przyjezdza nowy
gosé. Recepcjonistka, aby znalez¢ dla niego miejsce w hotelu, bez wysytania nikogo do domu moze
przekwaterowaé gosci z pokuju o numerze n do pokoju o numerze n+1. Dzieki temu pokdj numer 1
pozostanie pusty i mozna zakwaterowaé tam nowego przybysza w tym pokoju.

Zadanie 6:

Do tego samego hotelu 15 maja przyjezdza nieskoniczenie wiele autobusow, z ktérych kazdy ma
nieskoniczenie wiele pasazeréw. Co tym razem moga zrobié¢ recepcjonisci, aby zakwaterowaé w swoim
hotelu wszystkich gosci tak, zeby kazdy dostal swoj wtasny pokdj?

Wskazowka: Zacznij od prostszego przypadku — jednego autobusu.



