Zadania kwalifikacyjne na WWW16
,Mechanika Newtona i Einsteina”

17 maja 2020

1 Wstep

Porzucécie wszelkg nadzieje wy ktorzy tu wchodzicie.
Wersja 1.6, wersja (prawie) ostateczna

1.1 Stowo Wstepu

Zanim zaczniesz rozwigzywaé zadania warto zeby$ zapoznal sie z wymaganiami i materialamlﬂ
edukacyjnymi ,,przed warsztatami”. Deadline jest taki jak na stronie WWW16.

Zadania prosze przysylaé w formacie PDF (sugerowany latex) lub skanéw, wrzuconych do
PDF’a lub odpowiednio ponumerowanymi plikami na email: agdQonet.eu

W razie konkretnych pytan/watpliwosci co do zadan/pytan natury ogdlnej/ogélnej checi roz-
mowy mozna do mnie pisaé.

W tytule e-maila prosze o uzycie formatu: [WWW16] Temaiﬂ Imie Nazwisko.
Umozliwi mi to sprawniejsze sprawdzanie zadan. Jezeli twoja wiadomo$é nie otrzymata odpowiedzi
w przeciagu kilku dni, prositlbym o ponowne wystanie.(Co raczej nie powinno sie zdarzy¢.)
Polecam tez wysytaé¢ jak najwczesniej swoje rozwigzania, mozna by wtedy poprawi¢. Obecnie tez
nie mam tez bladego pojecia ile, bedzie wynosit prog(chociaz zgaduje ze nie bedzie za wysoki) ani
czy te zadania sa za latwe lub za trudne

Jako ze planuje na tych zajeciach mowié o fizyce, potrzebujemy wyrobi¢ sobie odpowiedniego
jezyka do moéwienia o niej. Tym jezykiem jest matematyka i wlaénie na niej skupie sie w tych
zadaniach kwalifikacyjnych.

2 Zadania

Jezeli czytelnik po raz pierwszy spotyka sie pojeciem ,,pochodnej” lub ,,catki” nalezy najpierw
zapoznaé sie ze skryptem lub obejrzeé ,Essence of Calculus” na yt klik.| Nastepnie warto by zeby
czytelnik jeszcze przerobil pare przykladéw chociazby te klik, a dla zaznajomionych z tematem
polecam przerobié¢ te pare z tych dla przypomnienia klik zadanie 7.

Ewentualnie jezeli ktos robit zadania z kwalifikacyjne warsztatéw ze $wiatta, raczej nie powinien
mie¢ probleméw matematycznych na moich warsztatach.

Lpojawig sie
*Np. Zadanie / Pytanie dot zadania nr itd.


https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM
http://matematykadlastudenta.pl/strona/23.html
https://www.fuw.edu.pl/~konieczn/analiza/AnalizaCwiczenia16Zadania.pdf

2.1 Rozgrzewkowe zadania
Sa to ¢wiczenia wprowadzajace do reszty zadan, wigc zréb je w pierwszej kolejnosci...
Cwiczenie 1 (1pkt.)
Oblicz pochodng funkcji:

f(z) = z%sin(x)

g(z) = cos(zx) sin(x)

Cwiczenie 2 (1 pkt.) Oblicz

/sin(m) cos(z)dx

/07r sin(z)dx

Cwiczenie 3 (0,5 pkt.) Podaj jedna dowolna fizyczna interpretacje pochodnej po czasie funkcji.
Cwiczenie 4 (0,5 pkt.) Czy miale$ wczesniej, przed warsztatami do-czynienia z pochodna i catka?

2.2 Wlasciwe zadania

Zadanie 1 (2pkt.)
Pokaz, ze

2m sin
dr =0
/0 ((1 4+ acos(x))? =
gdzie 1 > a > 0.

Wskazéwka do zadania 1: Co mozna szczegdlnego powiedzie¢ o funkcji podcatkowej, zobacz
jak jej wyglada wykres, dla przyktadowych wartosci a.

Wskazéwka do zadan 2, 3, 41 6.

Sita F, dzialajaca na cialo, w kierunku = bedace w polu o energii potencjalnej U, zaleznoscia

ou

P =-=
ox

W szczegblnosci V' moze by¢ funkcjg wielu zmiennych.
W zadaniach 2, 3, 4, 5 i 6 rozwazamy jednowymiarowy ruch na osi z.

Zadanie 2 (2pkt.)
Rozwigz rownania ruchuﬂ dla czastki o masie m w polu o potencjale (1 pkt.)

Podaj przyktad ukladu fizycznego opisywanego, przez te réwnanie. (1pkt.)

Zadanie 3 (2pkt.)
Rozwiaz réwnania ruchu i znajdz droge przebyta w czasie od 0 do T, (warunek poczatkowy:

3tj. znajdz zaleznosé z(t)



v(0) = 0) dla czastki o masie m w potencjale:

V = —kax[cos?(t) — sin?(t)]

Zadanie 4. (2pkt.) Pokaz, ze réwnanie Eulera-Lagrange spelniaja réwnania Newtonaﬂ dla
uproszczenia zaldz ze ruch jest jednowymiarowy.
Wskazéwka: Réwnanie E-L w jednym wymiarze:

ddL_dL_
dtdi dz

gdzie & oznacza pochodna po czasie z x. L jest tzw. langrazjanem.

Zadanie 5 (4 pkt.)
Rozwazmy ruch czastki o masie m w pewnym polu, ktore jest zachowawcze. Rozwazamy ruch
wzdluz osi OX.
a)Co to znaczy, ze sila jest zachowawcza(pole jest zachowawcze)? (1pkt.)
b)Pokaz ze réwnania ruchu, sa rozwiazaniem takiego réwnania catkowego: (3pkt.)

m dx
[
2 VE—mV(2)
przy czym calki sa w odpowiednich graniach, jakie to granice? Czym jest E i V(x), w szczegblnosci
czy V(z) istnieje 7
Wsk. Z odpowiedzi na pytanie a) wynika b).
Wsk. Mamy jakas funkcje rézniczkowalna x(t), to wtedy mozna zrobié¢ przejscia

d
@OF= (57 =A= /dm _ /dt\/Z,
gdzie A liczba.
Zadanie 6 (5 pkt.)

Rozwazmy ruch czastki o masie m, ktéry odbywa wzdluz osi OX pod wplywem jakies$ sity.

Niech dane jest réwnanie ruchu:
x(t) = Asinh(wt)

Czy ten podczas tego ruchu jest zachowana energia? Odpowiedz uzasadnij rachunkiem.

Dla uproszczenia rachunkéw, mozesz zaltozyé, ze w = 1. (Omega jest jakim$ wspélezynnikiem
wymiarowym i zawsze mozna dobraé¢ jednostki w ten sposéb, zeby to zdanie bylo prawdziwe.)
Wskazéwki:

1. Najpierw sprébuj rozwiaza¢ zadanie 5.

2. Wiecej o funkcji sinh(x) przeczytasz tu klik. W szczegolnosci przyda Ci sie wzér na pochodna
sinusa hiperbolicznego i jedynke hiperboliczne;j.



https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_hiperboliczne

3 Dodatek, skrypt przygotujacy

Wersja prealfa 0.1

3.1 Pochodna

Jezeli czytelnik zna pojecie pochodnej, moze pominaé ten podrozdzial.

Rozwazmy dowolna liczbowa funkcje f(z).(dziedzina i przeciwdziedzina to jakis podzbiér liczb
rzeczywistych)
Pochodna f(z) w punkcie z¢ nazywamy napis: (zaraz si¢ rozjasni co on znaczy)

f(zo+h) = f(zo)
h

/ .
=1
Flao)=m

Jak wida¢ pochodna w tym punkcie oznaczamy f’(z¢). Z technicznego punktu widzenia jedynym
nowoscig dla kogo$ z liceum powinno by¢

lim

h—0
reszta to dodawanie i dzielenie liczb. Z intuicyjnego punktu oznacza on, ze h ,dazy” do 0. Zeby
zapoznac lepiej co mamy na mysli rozwazmy przyktad.

Przyktad 3.1. f(z) = 2. Obliczmy pochodng tego punktu dla pewnego ustalonego punktu xq
(jezeli czytelnik uzna to pomocne moze mysleé, ze np. xy = 2, bez znaczenia) Wtedy podsta-
wiajge do definicji, mamy:
(zo + h)? —

h

Zapomnijmy o nowym czlonie lim ¢ policzmy reszte ,normalnie”.

/ 1
Fwo) =

h2_ 2 2 2h h — 2
(mo+h) Lo Tp+ x(})l—k x 9w+ h

Dostajemy liczbe +h, to teraz przejdimy do wykonania napisu limp_so, czyli wykonajmy gra-
nice. (tak to sie nazywa).
Skoro h, ,,dgzy do” 0 to mozemy to zaniedbaé, czyli otrzymujemy

f'(z0) = 210

Skoro obliczylismy dla kazdego punktu to mozemy powiedzied, zZe w kazdym punkcie jg obliczy-
lismy. To koniec obliczylismy naszq pochodng. O

Jezeli to czytasz prosze wyslyj mi wiadomosé o tresci ,okon” Zastawiam sie jaki jest sens pi-
sania tego

To obliczenie pochodnej nie roini sie niczym szczegdlnym od formalnej definicji, trzeba by
zamienié odpowiednie oznaczania na ciggi i Trozwazyé granice ciggéw(cos co czytelnik mdgl
spotkaé w liceum). Warto na koniec zaznaczyé, ze wszystkie operacje, ktére dokonalismy pod
lim byly dozwolone.

Dla jeszcze lepszego zrozumienia niech zrobimy jeszcze pare przyktaddw



Przyklad 3.2. Pokazemy, ze (af(x)) = (af'(x)) mamy z definicji:

(a-f(x))’z}lligg)“'f(“hz—a'f(w) :a_}gbf(ﬁh;—f(:c)

—a-J (@)

A teraz co$ bardziej rachunkowo wyrafinowanego

Przyktad 3.3. Obliczmy pochodng f(x) = —*

Vi)
() = 1 f(37+h)—f($)71. Ve+h—yz Ve+h+yr
/ x)_hlg%) h = hs0 h Vot h+yz

= lim tthow = lim ! _
h—>0h(1/x+h+ﬁ) h—>0\/$—|—h—|—\/5 2\/5

Wiecej przyktadéw czytelnik moze przeczytaj tutaj klik.


https://matematyka.pl/viewtopic.php?t=23319
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