Przygotowane zadania (i poprzedzajacy je wstep) okazaly sie by¢ trudne, wiec zostaly przed
publikacja okrojone i pozostalo z nich gltéwnie obliczanie pochodnych. Wyniki rézniczkowania wy-
korzystamy na warsztatach, tam wiec oméwimy usunieta ciekawostke dotyczaca calki eliptycznej i
bardziej przydatne rzeczy w kilku smakach.

Rozwigzania prosze przesytaé¢ na adres m.zielinski2+WWW w domenie student.uw.edu.pl.

W ponizszym tekscie stosowana jest tzw. konwencja sumacyjna Einsteina.

1 Przykrotki wstep: dwie transformacje

Bedziemy na warsztatach czesto korzystaé z tego, ze mnostwo geometrycznych obiektéw miedzy
uktadami wspolrzednych transformuje sie ze swoimi sktadowymi podobnie do operatoréw réznicz-
kowych.

Roézniczka (zupelna) lub pochodna zewnetrzna (exterior derivative) funkcji F(zt, 2%, ..., 2")
nazwiemy wyrazenie
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W szczegdlnosci, F' moze by¢ funkcja przypisujaca wspotrzednym (2, 22, x™) jakiego§ punktu

jedna z jego wspotrzednych w innym lub tym samym uktadzie, np. dla F(z!, 22, ..., 2") = 22 mamy
dF = da?,! a przez transformacje wspotrzednych okreslone funkcjami y® = y¢(zt,2?%,...,2")
otrzymujemy wyrazenia laricuchowe:
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Zazwyczaj w transformacjach wspolrzednych miedzy ukladami, np. (xi)?zl, (yi)?zl, (zi):;l,
pisze sie skrétowo i z pochodnymi czastkowymi we wszystkie strony:
5‘zidj_6‘7zidj 3x3yd 8xiazjdk 81:3y]dk

dzt = - = - — =
. Oy 4 9217 OyJ OzF 2 027 Oyk y OyJ Ok ’

gdzie w szczegdlnodcei (skrajne wyrazenia) widaé, ze
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gdzie uzyta zostata delta Kroneckera.

Z reguly lanicuchowej? otrzymujemy podobne przeksztalcenia operatoréw pochodnych czastko-
wych po wspoélrzednych, %,3 zwigzanych transformacjami wspohrzednych y® = y@ (2!, 22,..., 2"):
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2 Zadania

2.1 P1: Pochodne, pochodne, pochodne
2.1.1 P1.1: Klimat polarny

Wprowadzmy wspolrzedne biegunowe, tj. (r, ¢) takie, ze wiaza sie z innymi (x,y) zaleznosciami:

r=rcos¢p, y=rsinae.

17 kontekstu wynika, ze mieliémy tu przez dz? na mysli rézniczke (funkcji) wspoétrzednej z2, a nie funkcji
kwadratowej, d(xQ) = 2zdx, zmiennej z, ani element liniowy (dx)2.

2wzory na pochodne ztozeri funkcji

3Dany operator, np. % (-), w miejsce kropki przyjmuje funkcje. Tutaj jednak dokonujemy zmiany zmiennej

po ktoérej obliczamy pochodna. We wszystkich réwnosciach wyrazy % mozna podmieni¢ na OF 4 zadac, zeby

ozt
otrzymane réwnanie bylo spetnione dla dowolnej funkcji F'. *



Prosze przedstawié rézniczki dz 1 dy w bazie (dr, d¢), tj. jako sumy rozniczek dr i d¢ przemno-
zonych przez pewne wspoétczynniki liczbowe (skalarne funkcje wspoéltrzednych). W miare mozliwosci
prosze zapisaé te wspolezynniki w postaci funkeji wspotrzednych (r, ¢) (zamiast (z,y)).

Prosze przedstawi¢ pochodne % i a%> w bazie (%, a%), tj. jako sumy tych operatoréw z pew-
nymi wspotczynnikami zaleznymi od wspotrzednych. W miare mozliwosci prosze te wspotczynniki

wyrazié przez wspolrzedne (z,y).

2.1.2 P1.2: Pierwsza anomalia

Niech beda dane liczby rzeczywiste ¢o, e, przy czym e € [0;1[.* Wprowadzmy wspotrzedne (p,v)
przez nastepujace zwiazki ze wspolrzednymi biegunowymi:
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Prosze przedstawi¢ rézniczki dr i d¢ w bazie (dp, dv), a pochodne 8%’ % w bazie (%, a@).

<

2.1.3 P1.3: Druga anomalia

Wprowadzmy w miejsce v wspotrzedng F, ktoéra bedzie zdefiniowana przez fakt, ze rosnie wraz z
v, oraz zwiazek

_cosE—e
O = I —ecosE
Prosze przedstawic¢ rozniczki dr i d¢ w bazie (dp, dE), a pochodne a%’ % w bazie (%, a%)).
Prosze przy tym nie gubi¢ znakéw i podaé zwiazki prawdziwe w catych dziedzinach v i F, tj.

[0, 27 .

2.1.4 P1.4: Parabole
Wprowadzmy wspoélrzedne («, ) takie, ze wiaza sie z innymi (z,y) zaleznosciami:
y=a+@, z=4

Prosze przedstawi¢ rozniczki dz i dy w bazie (da,df), a pochodne 8%’ % w bazie (%, 8@).
Prosze nastepnie odwroécié transformacje wspotrzednych i wykonaé obliczenia w drugq strone.

2.2 P2: Infinitezymalna zmiana, mowili. . .

Sktadowe ktorych ponizszych obiektow transformuja sie jak pochodne 0, a ktore jak rozniczki d

(tj. w miejsce ktorych z tych wyrazen (np. zamiast (,%, d¢) mozna wstawic rzeczy proporcjonalne

do odpowiednich wersoréw (np. é4), zeby otrzymac rownania na przeksztalcenia danych wektorow
miedzy uktadami wspotrzednych®)?

e (Wektory) predkosci czastek,
e wektory styczne do krzywych,
e pedy czastek.

W rozwazaniach i uzasadnieniach prosze wykorzysta¢ (m.in.) zaleznosci uzyskane w P1.1 oraz
P1.4.

2.3 P3: Prosze, daj mi znak
Rozwazmy nastepujace funkcje argumentéw rzeczywistych:
P(z,y,2) =20 —wy —y* + 202 +yz,  Q(z,y,2) =ay —yz + 2z

oraz problem okreslenia mozliwych znakow wartosci danej funkcji f kwadratowej wielu argumentéw:
Czy istniejg argumenty rzeczywiste (z,y, z) takie, ze f(z,y,z) > 07 A takie, ze f(x,y,2) < 07 A
taka trojka (z,y, z) # (0,0,0), ze f(z,y,z) =07

Prosze rozwigzaé¢ wprowadzony problem dla funkcji P, Q). Jak uzyska¢ odpowiedzi na te pytania
najszybciej, uniwersalng (dla kwadratowych wyrazeii) metoda?

4Inaczej piszac, 0 < e < 1.
5na ile to wyrazenie ma sens



2.4 P4: Czy to juz zastosowanie?
Niech beda dane liczby rzeczywiste c, 8,7, przy czym ¢ > 0 oraz v~ 2 = 1 — 2. Wprowadzmy

wspotrzedne (Z,%,7) zwiazane z innymi (¢, z,y) nastepujacymi zwigzkami:

t=7@—§i% =7z - fet), y=7.

2.4.1 P4.1: Znowu pochodne

Prosze poda¢ w sposob jawny transformacje odwrotng do zadanej. Prosze, podobnie jak w zada-
niach P1, przeksztalci¢ wspodtrzednosciowe rozniczki i pochodne czastkowe w obie strony.

2.4.2 P4.2: Pif-Pfaff

Rozwazmy réwnosci wyrazen:®
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Prosze wyrazi¢ przez (zadane liczby) F, p, ¢, u, v, w ich odpowiedniki okraszone tyldami. Prosze tez
zapisa¢ odpowiednie wyrazenia (te, ktore sie upraszczaja) dla nastepujacych szczegdlnych przy-
padkow:
e p=0=gq, E=mc?
e p="=249=0,

e v=0=w.

2.4.3 P4.3: Zachowaé (spokoj)

Prosze wyrazi¢ E%c—2 —p? —q? za pomoca zmiennych z tyldami oraz parametréw c, 3,7. Prosze tez
znalez¢ analogiczna (do uzyskanej) rownosé ze zmiennymi u, v, w i ich odpowiednikami z tyldami.

W pierwszej réwnosci obie strony nie musza wyrazaé rézniczki jakiej$ funkcji i moga byé¢ dowolng kombinacja
rézniczek wspolrzednosciowych. Jedna z funkcjonujacych nazw na takie obiekty jest wyrazenie Pfaffa.
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