
Zadania kwali�kacyjne

1 Wst¦p

Zadania prosz¦ wysyªa¢ na adres mieszko1037@gmail.com z tematem "[Teo-
ria miary] Imi¦ i nazwisko" do 20 maja. Forma jest zupeªnie dowolna, byleby
czytelna. Zach¦cam do wysyªania zada« wcze±niej, poniewa» wtedy wy±l¦ odpowied¹
z moimi uwagami i podpowiedziami. Nie trzeba robi¢ wszystkich zada«. Warto
wysyªa¢ nawet cz¦±ciowe rozwi¡zania, poniewa» b¦d¦ je braª pod uwag¦ przy
ocenianiu. W razie jakichkolwiek w¡tpliwo±ci, problemów itd. - te» piszcie.

2 Analiza

0. Znajd¹ w dowolym ¹ródle de�nicje granicy ci¡gu oraz sumy szeregu.

1. Udowodnij bezpo±rednio z de�nicji granicy, »e limn→∞
sinn
n = 0.

2. Udowodnij bezpo±rednio z de�nicji sumy szeregu, »e
∑∞

n=0 q
n = 1

1−q , gdy

|q| < 1.

3. W dawnych matematycznych czasach (XVII - XVIII wiek) nie istniaªa
jeszcze ±cisªa terminologia i aksjomatyka. Wieloma poj¦ciami posªugiwano si¦
wyª¡cznie "intuicyjnie", co prowadziªo do wielu paradoksów. Oto przykªad
zagadnienia, które w tych czasach byªo prawdziwym, powa»nym problemem
matematycznym. Rozwa»my sum¦ niesko«czon¡ s =

∑∞
n=0(−1)n. Z jednej

strony mamy

s = (1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + ... = 0 + 0 + 0 + ... = 0

z drugiej strony

s = 1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + ... = 1 + 0 + 0 + 0 + ... = 1

z trzeciej strony

1− s = 1− (1− 1 + 1− ...) = 1− 1 + 1− ... = s sk¡d s =
1

2

Wytªumacz ¹ródªo owego paradoksu i wyja±nij, czemu we wspóªczesnej matem-
atyce ju» on nie wyst¦puje.

Niech A ⊆ R b¦dzie dowolnym podzbiorem. Ograniczeniem górnym zbioru
A nazywamy dowoln¡ liczb¦ x ∈ R która jest niemniejsza od ka»dego elementu
A. Za ograniczenie górne dowolnego zbioru przyjmujemy tak»e∞. Najmniejsze
ograniczenie górne zbioru A nazywamy jego kresem górnym lub supremum i
oznaczamy supA. Analogicznie de�niujemy ograniczenie dolne oraz kres dolny
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lub in�mum jako najwi¦ksze ograniczenie dolne. Przyjmujemy przy tym, »e
sup ∅ = −∞ oraz inf ∅ =∞. Supremum i in�mum zawsze istniej¡, ale nie b¦d¦
tego dowodziª (cz¦sto przyjmuje si¦ to za aksjomat zbioru liczb rzeczywistych).

4. Wyznacz kresy nast¦puj¡cych zbiorów:
a)

{ 1

n
: n ∈ N+}

b)

{11

k
− 3

m
: k,m ∈ N+}

gdzie N+ oznacza zbiór liczb naturalnych dodatnich.

3 Teoria mnogo±ci

Jest jasne, »e je»eli chcemy mówi¢ o mierzeniu rzeczy, to musimy nauczy¢ si¦ w
jaki± sposób mówi¢ o zbiorach niesko«czonych. Ka»da sensowna �gura lub bryªa
jest przecie» niesko«czonym zbiorem punktów. Narz¦dzi do tego celu dostarcza
nam dziedzina matematyki nazywana teori¡ mnogo±ci. Nam b¦dzie potrzebne
tylko jedno z tych narz¦dzi, a mianowicie poj¦cie zbiorów przeliczalnych.
Funkcj¦ f : A→ B nazywamy iniekcj¡, je»eli jest ró»nowarto±ciowa.
Funkcj¦ f : A → B nazywamy suriekcj¡, je»eli ka»dy element B jest obrazem
pewnego elementu A.
Funkcj¦ f : A→ B nazywamy bijekcj¡, je»eli jest iniekcj¡ i suriekcj¡.
Intuicyjnie bijekcja jest wi¦c poª¡czeniem w pary elementów dwóch zbiorów.
Dwa zbiory A i B nazywamy równolicznymi, je»eli istnieje bijekcja f : A→ B.
Zbiór nazywamy przeliczalnym, je»eli jest równoliczny z pewnym pozdzbiorem
zbioru N liczb naturalnych. Jak ªatwo zauwa»y¢ zbiór przeliczalny jest sko«c-
zony lub równoliczny z N.

0. Przeczytaj nast¦puj¡ce trzy artykuªy:
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/

28/Hotel_Hilberta/

http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/04/

29/Jak_policzyc_nieskonczone/

http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/05/

26/Nie_kazda_jest_taka_sama_/

1. Które z poni»szych zbiorów s¡ przeliczalne? Odpowied¹ uzasadnij.
a) zbiór wielomianów w wspóªczynnikach caªkowitych
b) zbiór liczb niewymiernych
c) zbiór ci¡gów (xn) liczb rzeczywistych takich, »e limn→∞ xn = 0
d) zbiór ci¡gów (xn) liczb caªkowitych takich, »e limn→∞ xn = 0
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2. Udowodnij, »e suma przeliczalnie wielu zbiorów przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.

4 Zadania z gwiadk¡

Na koniec kilka zada« "z gwiazdk¡", które s¡ ju» bardzo bezpo±rednio zwi¡zane
z tym, czym b¦dziemy si¦ zajmowa¢ na zaj¦ciach. Na pewno nie b¦d¡ one
koniecznie do kwali�kacji, ale gor¡co zach¦cam do zapoznania si¦ z nimi.

1. Udowodnij, »e okr¡g bez punktu mo»na podzieli¢ na dwie rozª¡czne cz¦±ci, z
których, za pomoc¡ samych obrotów, mo»na zªo»y¢ caªy okr¡g.

2. Niech U b¦dzie przeliczaln¡ rodzin¡ otwartych przedziaªów zbioru liczb
rzeczywistych R, tak¡, »e ka»da liczba wymierna znajduje si¦ w pewnym przedziale
nale»¡cym do U . Niech Ω b¦dzie zbiorem wszystkim takich rodzin. Oczywi±cie
Ω jest niepusta, bo na przykªad {R} ∈ Ω, {(−∞,

√
2), (
√

2,∞)} ∈ Ω. Wyznaczy¢
warto±¢

inf{
∑
I∈U
|I| : U ∈ Ω}

gdzie |I| oznacza dªugo±¢ przedziaªu I.
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